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【摘要】本研究针对数学教学中直接给予答案、缺乏深度引导的问题，提出一种基于大型语言模型多智能体的

苏格拉底式教学框架。通过设计 7类学生真实学习时的认知状态，整合学生与“教学主管-教师”的多智能体协
作，构建了动态多轮对话系统与引导性提问，模拟真实教学场景中逐步提问、纠错与反思的过程。基于 30道高

等数学题的实验表明，模型在错误答案识别（84.73）与成功拒绝率（85.10）上表现突出，但成功解释率（82.47）
因逻辑复杂性受限。研究证实，该方法能有效引导学习者主动思考，通过错误根源挖掘提升问题解决能力。未

来的研究将进一步扩展数据集规模，优化智能体反馈机制等。
【关键词】智能教学系统；高等数学教育；大语言模型；苏格拉底式教学；多智能体系统

Abstract: This study proposes a Socratic teaching framework based on a large language model multi-agent system to
address the problem of direct answers and lack of deep guidance in mathematics teaching. By designing the cognitive
states of seven types of students during real learning, integrating the multi-agent collaboration between students and
"teaching supervisors teachers", a dynamic multi round dialogue system and guided questioning were constructed to
simulate the process of gradually questioning, correcting errors, and reflecting in real teaching scenarios. An
experiment based on 30 advanced mathematics problems shows that the model performs outstandingly in identifying
incorrect answers (84.73) and achieving a successful rejection rate (85.10), but the successful interpretation rate (82.47)
is limited by logical complexity. Research has shown that this method can effectively guide learners to think proactively
and improve their problem-solving abilities by identifying the root causes of errors. Future research will further expand
the dataset size and optimize the feedback mechanism of intelligent agents.
Keywords: Intelligent Tutoring System(ITS); Higher mathematics education; Large Language Models (LLMs);
Socratic teaching; Multi-agent system

1.引言：生成式人工智能在数学解题中的局限
大型语言模型（LLM）在自然语言处理、翻译和问答等各种任务中取得了令人瞩目的成

果（Wang等，2023）。这引起了人们的广泛关注，即使用 LLM 来彻底改变智能教育，尤其
是个性化教学的潜力（Ma等，2024；Adıgüzel等，2024），这主要归功于它们的两个优势。
一方面，LLM已经表现出对数学和物理等基础学科知识的类似人类的掌握和熟练程度
（Achiam等，2023）。因此，它们可以像真正的老师一样有效地向学生提供特定学科的指导。
另一方面，LLM对用户（即学生）的输入表现出卓越的理解和适应性。它们能够理解不同学
生的需求，提供即时反馈并参与互动教学。

基于这两个方面，已经有很多研究将通用的 LLM（例如 ChatGPT）应用于个性化教学
（Chen等，2023），或构建特定的教学 LLM，例如MathGPT2、EduGPT3和 EduChat（Dan
等，2023）。然而，目前基于 LLM的个性化教学方法主要遵循“问答”范式，被动地提供诸
如提供问题答案和向学生解释知识概念等功能。在这个过程中，他们将教学过度简化为一系
列问答，直接根据 CoT，ToT等提供完整的答案（Wei等，2022；Yao等，2024），这不足
以真正识别学生可能存在的问题并提供有针对性的帮助。因此，学生可能难以理解解决问题
的过程，能力得不到真正的提高，并且无法在未来解决类似的问题。

数学是一种需要通过结构化符号和系统进行复杂推理的语言，与口语规则相似，是人类
智能的一项重要能力。近年来，利用人工智能技术自主解决数学问题已引起人们的关注，早
在 1963年就已开始（Briars和 Larkin，1984）。关于数学的人工智能研究分为三部分：基于
统计学习的方法（Zhou等，2015）、传统机器学习技术（Kushman等，2014）和基于深度学
习的方法（Wang等，2017）。近年来，大型语言模型（LLM）在数学领域取得了巨大成功，
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出现了各种类型的数学数据集（Cobbe等，2021；Zhao等，2020）和数学 LLM（Xu等，2023；
Yu等，2023；Yue等，2023）。然而，以往对数学 LLM的研究主要侧重于提高数学能力，
其在教学中的应用仍然有限。LLM在面对数学问题时倾向于直接给出解决过程，或分析总结
提炼文本。Jia等人基于已有数据集分别让人类教师和大型语言模型生成若干组通用型提示，
将提示混合后让专家打分，统计分析结果表明人类专家无法区分人工和机器产生的通用性提
示（Jia等，2024）。关于数学辅导的应用主要集中于 K12教育，对于高等数学等更加复杂的
数学题很少有人研究。

在本文中，我们借鉴了苏格拉底式教学法（Paul和 Elder，2007），提出了一种基于大型
语言模型多智能体的苏格拉底式教学框架。它实现了一种新颖的教学范式，该范式的关键是
让学生参与对话，积极参与学习过程，不断提出开放式问题，鼓励他们表达自己的想法，挑
战假设，独立思考。

2.相关研究
2.1.苏格拉底教学的定义和优势

苏格拉底教学的关键是让学生参与对话，积极参与学习过程，鼓励他们表达自己的想法，
挑战假设，独立思考。这个过程使学生学会自己解决问题，从而培养更深层次的掌握和能力。
苏格拉底式提问允许教师定制他们自己的问题，以适当地挑战学生，同时也与学生个人的解
决问题的能力保持一致（Al-Hossami等，2023）。苏格拉底教学的理念是知识不是简单地传
递，而是通过动态的探究和对话过程发现的。有两个基本要求：1）它本质上是对话式的，依
靠教师和学生之间的对话来促进学习；2）它使用探索性问题来积极吸引学生，促进独立思考
并鼓励他们自己寻找答案。

精心设计的苏格拉底式问题可以鼓励学生自我解释。提高他们对任务的理解，促进有效
规划解决方案（Michelene等，1994）。此外，它们还可以帮助发现学生知识方面的重大差距。
这种范围使教育工作者能够设计出具有适当挑战性但又在学生回答能力范围内的问题。
2.2. 优秀的苏格拉底提问策略

尽管苏格拉底教学存在诸多优势，但需要注意谨慎使用提问策略，因为不适当的内容有
时会弊大于利，例如若提出总是容易回答的问题不会导致更深入、更广泛的学习。对参与者
而言，对于不需要概念理解的子问题或对于更复杂的问题，可能会使任务看起来更具挑战性。

优秀的提问策略有两个特征：首先，重点突出：良好提问策略的一个基本属性是针对最
关键的特定领域内容提出问题。无关的问题不仅使过程变得困难，还会迫使注意力转移，并
可能增加学生的认知负担。其次，目标驱动：以正确的顺序提出相关问题，帮助学生达到最
终目标（如果是数学应用题，则解决主要问题），这是良好提问的另一个重要部分（Shridhar
等，2022）。

此外，一些比较宽泛的问题，例如真实教学对话场景中常常会要求学习者解释（例如：
你能重新表述吗？）、提供例子（例如：你能提供一个例子吗？）和暗示（例如：你为什么
认为……？）之类开放性的问题，尽管学生可能回答地不尽如人意或回答错误，这类对话也
很有意义，因为学习者的错误和误解可能为教师有效地了解学习者的认知状态提供了一个重
要的诱饵，能够使得教师和学习者共同负责推动对话。
2.3. 大语言模型下的苏格拉底教学法

苏格拉底式的智能辅导系统的适用性，往往受到针对特定练习的苏格拉底式话语的预定
义和手动定制的限制（Alshaikh等，2020）。Al-Hossami（2020）提出了一个由苏格拉底式
对话组成的数据集，旨在帮助新手程序员纠正基本计算问题中的错误。Shridhar的研究探索
了用于教育目的的数学问题解决方案的自动生成策略。Qi等人（2023）将苏格拉底式提问视
为一种递归思维过程，它将复杂问题分解为更简单、相关的子问题。

然而，先前的研究发现主要存在以下几个问题：第一，无法保证答案的可靠性和质量，
在幻觉问题的复杂推理上表现不佳。第二，教学策略方面，用怎样的问题来指导和启发学生
的策略（何时提问、如何提问和问什么）尚不明确，太多或太少太难或太容易的提示都会影
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响学生的学习过程。第三，先前与数学教学有关的智能辅导系统研究主要集中在 K12领域，
缺乏高等数学等复杂推理数学题的教学应用。而对于复杂推理数学题存在更多的难点，如对
LLM解题质量的要求更高、复杂数学公式与 latex格式的转化等。

为此，我们使用多 agent的优秀提问策略来生成高等数学教育领域的个性化苏格拉底提
示，以解决幻觉问题、教学策略问题等复杂推理数学题下诸多难点。

3.基于大型语言模型多智能体的苏格拉底式教学设计
3.1. 多智能体综合方案

为解决复杂推理数学题中题目更困难、幻觉现象可能更严重等问题，我们使用一种新颖
的“教学主管-教师-学生”综合解决方案来生成优势的苏格拉底式师生对话，该综合解决方
案由三个 LLM智能体组成。每轮教学对话都是在教学主观的监督下，由教师和学生交互循环
形成的，每个 agent都用 GPT4o进行模拟。
1）教师智能体

教师智能体积极地以苏格拉底式风格激励学生解决问题，首先，它会在适当的时候用苏
格拉底式问题提示学生思考，比如在完成一个推理步骤后引导学生考虑下一步。其次，它需
要向学生提供步骤和所涉及的知识点的解释。最终，如果教师智能体认为教学过程已完成，
它将输出“[END]”token作为其输出的结尾，表示终止循环。
2）学习者认知状态模拟

在教师提问的过程中，我们模拟真实学生对教师智能体的提示（即问题和解释）对教师
智能体进行回复。为了确保学生回复的真实性和多样性，我们从学生的角度回顾了苏格拉底
式教学过程：首先，学生需要掌握手头问题的含义；然后理解老师提供的指示，并利用计算
能力和获得的知识来执行指令；最终激发学习兴趣，并有助于培养有效的学习成果。基于这
一思想，并综合文献综述的结果，我们总结了在实际教学过程中，7种真实学生的回复的分
类，并在每次回复时模拟其中的一种。学生的反应和认知状态可以分为以下 7类：
表 1 学生可能的 7类反应状态

序号 状态类型 含义

1 问题理解错误 没有清楚地理解问题或给出的说明

2 指令理解错误
学生难以理解和执行教师指令的程度。处于良好状态的学生应该很容易

完成这些指令。

3 计算错误 学生错误推导数学表达式和数字的能力

4 知识未掌握 学生未掌握定理、概念等理论知识。

5 学习动机不足 学生寻求和获取新信息、提出问题和探索可能性的愿望或倾向很低。

6 不相关 学生的输入与教学内容无关，例如问“今天天气怎么样？”

7 正确回答 学生正确回答了老师的问题，可以继续推进。

8 部分回答 提供了预期答案的一部分

此外，为了获得关于学生错误类别的最佳提示，对于学生的错误回答，我们定义了几个
具体的错误分类，包括：积分时忘记常数项的处理、积分范围不正确、混淆无穷级数的收敛
条件、误用洛必达法则、误解泰勒展开的应用、代数运算中的符号错误等。
3）教学主管智能体

由于GPT在理解学生和担任教师所需的语言表达方面依然存在不足。为了解决这个问题，
我们提出了一个教学主管 agent充当监督角色，判断教师的指示是否符合苏格拉底式教学的
要求。如果它认为指示不符合要求，它有权在指示提交给学生之前对其进行修改。重点关注：
重点关注：1、解题思路是否正确；2、是否符合苏格拉底式风格；3、是否针对学生的错误进
行针对性解答；4、其语言风格是否类似于真正的老师，是否简短明确。若符合要求，则返回
“无需修改”。

图 1多智能体综合方案流程图

1. 输入：题目内容+学生
错题 初始化 t=1

2. 教师 agent 根据学生
历史对话 St 和错题，从
7种认知状态中选择一
种，并生成 Tt

3. 教学主管 agent 审核
解题逻辑正确性、错题
针对性、语言规范性

4. 若需修改，教师 agent
生成修正版 Tt；若无需
修改，标记无需修改

5. 检查教师输出是否包
含[END]标记，若包含结
束流程，不包含 t=t+1进
入下一轮

6. 数据记录：保存对话
(Tt,St)，并更新历史对话
记录
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以图 1为例，在第一轮（t = 1）中，教师 agent直接根据输入的题目和学生的错题情况以
苏格拉底式的方式（不提供答案，而是遵循逐步提问）提出第一个问题 T1。在教师 agent生
成 T1后，教学主管 agent对其进行判断并修改，如果判断需要修改，则修改后的响应随后发
送给教师 agent，若判断无需修改，则返回“无需修改”。

然后，我们从 7种认知反馈中选择一个状态，并模仿学生与教师 agent进行对话。我们
的回答作为第二轮（t = 2）的输入给教师 agent，教师 agent继续根据此前的对话和新的输入，
以苏格拉底式提供指导 T2。修改后的响应随后发送给 Student，开始下一轮对话。最终，如
果 Teacher认为教学过程已完成，它将输出“[END]”token作为其输出的结尾，表示终止循
环。这样，使得每轮教学对话{(T1, S1),(T2, S2), ...}中的内容，都是在教学主管的监督下，由
教师和学生交互循环形成的。
3.2 提示编写方法

提示词质量对于生成通用型提示的效果有着显著的影响。作为生成通用型提示的关键变
量，不同类型和构造的提示词对模型的理解和输出结果产生不同的效果。大模型提示词的构
造方法多样，包括零样本学习（Zero-Shot Learning）、单样本学习（One-Shot Learning）和少
样本学习（Few-Shot Learning）等。Jia等人的研究表明单样本和少样本学习会导致 GPT过度
依赖给出的例子，而忽略了数学问题的具体特点和变化，而零样本学习使 GPT能够根据具体
问题自由生成提示，产生的通用型提示得分最佳（Jia等，2023）。因此本文主要采用零样本
学习的方法，提示如下：
表 2 复杂推理数学题的苏格拉底式引导型提示词

教师 agent

请您扮演一名大学高数课教师，您将会收到一道高数题目、该题目正确的解答过程和
高数初学者错误的推理过程。目标是：1、通过多轮对话和提示，帮助高数初学者纠正
练习中的推理错误，必须采用苏格拉底式提问的形式，引导学生一步步得出正确答案。
此外，提示不得包含练习或其中任何部分的正确答案。2、当学生最终得出正确结果时，
对高数初学者练习中错误对学生的错误进行分类。题目：【题目】；学生错误的答题

过程：【答题过程】。

教学主管
agent

请您扮演一名主管，判断教师的提示是否符合苏格拉底式教学的要求。
1、如果【学生】问的是常识，或者很难理解某个概念，【老师】可以直接解释。2、
其他情况下，不能以陈述或修辞的方式给出问题的直接答案或解决方案。3、每次只能

提 1个问题，即最多只能有 1个“？”存在。
若符合要求，返回无需修改，若不符合要求，指出如何进行修改。注意只针对这一条
提示提建议，不需给出学生可能回答后的后续提示。教师的提示为：【教师提示】。

教师 agent
（修改）

根据主管的反馈，模仿与优秀的高数教师，修改您的原提示，主管的反馈是:【教学主
管反馈】。

4.实验结果
4.1 数据收集和实验流程

本研究所收集的高数问题主要来自于近 5年来真实的考研数学题，以及辽宁工学院数理
科学系编著的《高等数学学习中的常见错误及评析》，其中包含了 30道高数题目、代表性错
误解法、错误类型以及正确解法。这些数学题涵盖了各个难度等级的题目，而代表性错误往
往具有一定的普遍性，包括中国高数初学者在对概念和定理的理解不深，逻辑推理不严密，
计算上不顾公式应用条件盲目套用等诸多方面的错误（辽宁工学院，1995），具有权威性和
教学指导性。为了更方便快捷地调试 prompt，使用 Python Streamlit框架搭建了 web可视化和
交互平台，如下图所示：
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图 2 web可视化和交互平台

与 K12数学题目不同，复杂推理数学题中包含大量复杂的公式，为解决该问题，我们首
先将 pdf文件中的题目分割为图片，接着调用 api将图片中的公式识别为 latex格式，接着转
化为 markdown格式，上传给大语言模型。大语言模型返回的 latex格式再调用 api转化为可
视化的公式。
4.2定性测评结果

针对 30道题目，我们依次对每道题目进行了对话，所有题目结束之后，对话自动保存，
用于后续的分析。由于篇幅限制，我们仅展示其中一道题目的部分问答内容，其中教师 agent
为该系统给出的反馈，学长则为某大一真实高数学习者：
表 3某例题的苏格拉底式问答

教师 agent：第一步：

你能告诉我，为什么你认为在 x→0时该表达式是 0/0型未定式吗？

学生：因为 x趋近于 0时，分子和分母的极限都为 0。
教师 agent：很好，你正确地指出了分子和分母在 x→0 时都趋近于 0。但是，在应用洛必达法则之前，分子和

分母的导数存在并且连续。你能尝试考虑分子中的 在 x→0时的导数吗？

学生：似乎 sin(1/x)不能求导

教师 agent：非常好，你注意到了关键点！考虑到这一点，你认为我们是否可以继续使用洛必达法则？

……（由于篇幅原因省略）

教师 agent：非常好！你总结得很准确。总结：
洛必达法则的使用条件：必须确保分子和分母在考虑的点具有可求导性。

夹逼定理的应用：通过分析分子 的极限，使用 在[−1,1] 范围内的性质，可以推导出分子的极限是 0。
小角度近似：通过将 sinx≈x 用于分母，可以进一步简化问题，最终得出正确的极限结果。

可以看出，本研究利用多智能体生成的苏格拉底式教学法具有以下优点：首先，引导性
强，通过问题鼓励学生思考，让学生自己发现问题，深入理解概念。第二，逻辑结构清晰，
教师 agent将问题分为多个步骤，每一步的解释和分析都紧密相连，形成了清晰的思路。最
后，提供总结与反馈。教师 agent会对学生提出的问题进行了回顾和归纳，并帮助学生总结
了如何避免类似的错误，这对于学生数学学习的触类旁通非常重要。
4.3 定量测评结果

为了评价本研究生成的苏格拉底教学方法的效果，我们通过以下评价体系对其进行评价，
涵盖苏格拉底风格和教学能力五个教学维度：
表 4苏格拉底对话的评价维度

评价维度 含义

1 总体质量 对教学质量的整体和主观评估，要求教学满足苏格拉底风格并增强学生的体验。

2 错误答案识别准确率 关注老师是否能准确识别学生的“错误回答”。

3 正确答案识别准确率 与错误识别相反，该维度关注模型是否能够准确识别学生的“正确回答”。

4 成功解释率 是否能为学生的“提问”提供令人满意的解释。
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5 成功拒绝率 针对教师拒绝回答学生“不相关”问题并将其重定向回教学内容的情况而设计的。

我们将 30道题目的对话依次让 gpt-4o进行打分，满分均为 100分，所得到的结果如下：
表 5gpt-4o对 30道题目的苏格拉底对话打分结果

30题平均值 标准差 中位数 最大值 最小值

总体质量 83.40 7.66 84.50 99.00 70.00
错误答案识别准确率 84.73 8.03 84.00 99.00 70.00
正确答案识别准确率 84.50 9.28 84.00 99.00 70.00

成功解释率 82.47 8.44 82.50 100.00 70.00
成功拒绝率 85.10 9.29 84.00 100.00 71.00

平均值 84.04 8.54 83.80 99.40 70.20
可以看出，所有维度的平均分均超过 82分（范围 82.47-85.10），表明模型在苏格拉底式

对话任务中具备较高的综合能力。其中：成功拒绝率（85.10±9.29）和错误答案识别准确率
（84.73±8.03）表现最优，反映模型对错误逻辑的检测和拒绝机制较为成熟；成功解释率
（82.47±8.44）相对稍低，提示模型在复杂逻辑的清晰阐释能力上存在优化空间。

错误答案识别与成功拒绝率的正相关（二者均值 84.73 vs. 85.10，标准差相近），符合理
论预期：准确识别错误是有效拒绝的前提，二者共同构成模型的"批判性能力"。总体质量与
正确答案识别准确率的强关联（均值 83.40 vs. 84.50，中位数 84.50 vs. 84.00），说明用户对
对话质量的评价更依赖模型对正确答案的稳定识别，而非单纯拒绝错误。

成功解释率的相对滞后（均值 82.47），可能与其依赖自然语言生成（NLG）的复杂性有
关，需平衡逻辑严谨性与表达通俗性。

5.结论和讨论
为探讨如何通过多智能体大语言模型实现复杂推理数学题的苏格拉底式教学，提升复杂

推理数学题的教学效果，本研究基于苏格拉底式教学理论与多智能体协作框架，构建了由教
师和教学主管多智能体协同的对话生成系统。通过对 30道高等数学题目进行多轮苏格拉底式
对话模拟，并采用定性分析与多维定量评价相结合的方法，该方案能够通过引导式提问有效
促进学生的自主思考，并帮助学生识别并纠正推理错误。多智能体结合苏格拉底教学法的优
点在于发挥苏格拉底教学法启发性、个性化教学的同时，极大程度地降低幻觉现象，如编造
题目等。研究发现虽然模型在错误检测与逻辑拒绝方面表现优异（成功拒绝率 85.10±9.29，
错误答案识别准确率 84.73±8.03），但在成功解释率相对滞后（82.47±8.44），且各维度标
准差较高（7.66-9.29），反映模型对题目特征的敏感性及稳定性不足。

综上所述，本研究提出的多智能体苏格拉底式教学框架通过动态对话引导与错误根源挖
掘，提升了学习者的主动思考与问题解决能力。该方案不仅为高等数学教育提供了可扩展的
智能辅导工具，其模块化设计（如教学主管的监督机制、学生认知状态模拟）还可推广至物
理、化学等需复杂推理的学科教学中。

本研究也存在一些局限性。首先，样本规模限制方面，30道题目可能无法覆盖复杂推理
数学问题的全领域特征，需扩展至更大规模、多类型题库。其次，评分主观性方面，人工模
拟评分需通过多评委一致性检验（如 Cohen's Kappa）以提高效度。最后，因果关系待验证方
面，需通过回归分析或结构方程模型（SEM）进一步量化各维度间的相互作用。

未来研究方向包括：1）覆盖更多数学分支与题型，以验证该方法在各类数学问题中的普
适性；2）引入多模态交互机制，优化公式识别与可视化表达，降低因 Latex转换误差导致的
逻辑断裂风险；3）量化教学策略的因果效应，通过结构方程模型（SEM）解析各评价维度间
的相互作用路径；4）增强解释可解释性，结合分步推理（Chain-of-Thought）与外部知识库
验证，平衡逻辑严谨性与表达通俗性；5）此外，需通过多评委一致性检验（如 Cohen's Kappa）
降低评分主观性，并探索动态置信度阈值调整策略，以精细化模型的拒绝与解释机制。
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